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摘要  开发高性能的磁流体力学数值模拟方法是提高空间天气数值预报研究的一个重要方

面。有限体积法的逆风分裂格式具有良好的间断捕获能力，Steger-Warming 和 AUSM

（Advection Upstream Splitting Method）格式是逆风分裂格式的 FVS（Flux Vector Splitting）

方法中有代表性的两种格式。本文采用这两种格式求解具有伽利略不变性的扩展型广义拉格

朗日乘子磁流体力学（EGLM-MHD）方程组，对 Orszag-Tang 涡流问题和三维爆炸波问题

进行了数值模拟。结果表明两种格式均能得到稳定精确的数值结果。与 Steger-Warming 格式

相比，AUSM 格式产生的磁场散度误差更小，计算速度更快。 
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Abstract   Developing a high performance MHD numerical simulation method is an important 

factor in research of numerical prediction of space weather. Upwind flux splitting scheme based 

on finite volume method has good ability to capture discontinuities. Steger-Warming and 

AUSM(Advection Upstream Splitting Method) scheme are two outstanding upwind flux splitting 

scheme, which are classified as FVS(Flux Vector Splitting) method. In this paper, these two 

schemes are applied to solve the EGLM-MHD equation with Galilean invariance. Result obtained 

from Orszag-Tang vortex and three-dimensional blastwave problem indicate that those two 

scheme are both robust and accurate. Particularly, AUSM scheme is superior to Steger-Warming 

scheme in divergence error control and computational speed.  
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0 引言 

近些年来,空间天气预报由经验预报向数值预报发展的需求正变得越来越强烈。借助现

代计算机技术的磁流体力学（MHD）数值模拟可以丰富、自洽的实现空间天气的数值预报。

国内外学者开展了大量这方面的研究工作[1]。这些研究涵盖了日冕磁场结构[2,3]、背景太阳

风结构[4]、日冕物质抛射事件[5]、太阳风磁层相互作用[6]等日-地关系链中的多个领域。尽管

已经取得了一定进展，但现有的研究结果表明空间天气的数值预报方法还有很大的改进空

间，如某些情况下预报精度不高、不够快捷高效等，开发高性能的磁流体力学数值模拟方法

是提高空间天气数值预报研究的一个重要方面[7]。 

在空间天气预报所要处理的物理问题中，一般包含有激波、接触间断等间断结构，而数

值求解方法中的逆风类求解方法被认为是捕捉间断的最佳方法之一，它在计算高速流动问题

时要比中心差分方法更加有效[8]。逆风类求解方法可分为 FDS（Flux Difference Splitting）方

法和 FVS（Flux Vector Splitting）方法，其中 FDS 方法包括 Roe 格式[9]、HLL 格式（Harten，

Lax and van Leer）[10]等，而FVS方法包括Steger-Warming格式[11]、van-Leer格式[12]以及AUSM

格式[13]等。 

MacCormack[14]提出了一种逆风求解方法，它在不改变 MHD 方程的解的前提下，将方

程由一阶非齐次变为一阶齐次，从而可以用逆风分裂方法来求解。但是，MacCormack 在对

方程雅克比矩阵的逆风分裂时使用的是 Steger-Warming 方法，该方法的稳定性有所欠缺。若

采用熵修正的方法来增加算法的稳定性，会因为引入较大的粘性而使计算精度降低。潘勇[15]

提出了一种基于磁马赫数的雅可比矩阵分裂方法，这种分裂方法使得算法更加稳定且粘性耗

散更小。 

另一种重要的逆风求解方法是 AUSM 格式[13]，该方法的核心思想是把方程组的流通量

分为流动项和压力项，然后根据网格界面的马赫数计算流通量。这种方法不用计算通量雅克

比矩阵的特征值和特征向量，计算效率较高。 

在三维 MHD 数值模拟过程中会产生磁场散度不为零的误差，它有可能使计算结果中出

现非物理结构，甚至使计算崩溃。因此要特别注意如何保持磁场散度为零，消除误差[16]。

磁场散度处理方法主要有以下四种：其中，CT（Constrained Transport）方法[18]需要使用交

错网格，较为繁琐。Powell 提出的八波模型[19]在某些情况下会在间断附近产生不正确的结

果。泊松校正法[17]需要额外增加计算步骤，MacCormack[14]在使用 Steger-Warming 格式时采

用的是这种方法。广义拉格朗日乘子（Generalized Lagrangian Multiplier，简称 GLM）方法

[20] 通过增加变量 的方式，使磁场散度误差同时被输运和耗散。Han[8]在使用 AUSM 格

式时采用的是这种方法。本文在使用 Steger-Warming 和 AUSM 格式时采用扩展型广义拉格

朗日乘子（Extended Generalized Lagrangian Multiplier，简称 EGLM）方法，它是 GLM 的一

个变种，其在动量和磁感应方程中添加了与 和 B


 有关的源项。文献[21]使用 Godunov

格式计算强磁场等离子体中强间断传播问题的结果表明，EGLM 比 GLM 的性能更好。 

本文使用 Steger-Warming 格式和 AUSM 格式求解了具有伽利略不变性的 EGLM-MHD

方程，并用两个磁流体力学算例对二者进行了对比分析。本文第二章介绍了两种格式在求解

EGLM-MHD 方程时的通量计算方法、空间离散和时间推进。第三章将两种格式应用于

Orszag-Tang 涡流问题和三维爆炸波问题，并对结果进行了对比分析。第四章得出结论。 

 

1 数值算法 

1.1 控制方程 



本文求解的是具有伽利略不变性的 EGLM-MHD 方程 
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其中  是密度，u

是速度， p 是气体压强， B


是磁感应强度， 是方程为保持磁场散

度为零引入的新的变量，
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tc  ，d 是网格单元

的大小， )1,0(dc 是人为选定的参数，本文算例中 Steger-Warming 格式取 dc 为 0.9，AUSM

格式取 dc 为 0.3。 

三维 MHD 方程组(1)可以写为： 
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其中， S

为方程组(1)右端的源项。 

对上式两端在网格单元进行积分可得： 
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其中，为网格单元的体积， V 为相邻网格单元交界面面积，i 为第 i 个网格单元，j

为第 i 个网格单元的第 j 个交界面，n

为网格单元交界面的单位法向向量。 

方程右端源项 iS

的离散采用有限体积法和中心格式单独计算[20]，如下所示： 
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其中， ik 和 nikB 的取值如式(29)。 

为了达到空间的二阶精度，本文使用了 MUSCL 方法[23]进行重构，并使用了 minmod 限

制器以抑制振荡。以 x 方向为例，重构可以表达为： 

),mod(min)1(
4

1
),mod(min)1(

4

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1 UbUkUbUkUU
iiii

i
i 




 ,  (6) 

),mod(min)1(
4

1
),mod(min)1(

4

1

2

3

2

1

2

1

2

31

2

1 UbUkUbUkUU
iiii

i
i 





 , (7) 

    其中， ii
i

UUU  


1

2

1 ，k=0，b=1.2。 

    本文使用二阶 Runge-Kutta 法[24]来作为时间的推进方法： 

    设半离散化方程为： )(uL
dt

dU
h ，其中 SVnFuL th
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)( 。 

    二阶精度时间差商格式为： 
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1.2 Steger-Warming 格式 

在直角坐标网格界面上求解通量时，三维 MHD 方程组(2)可以写为： 
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其中，方程组(2)右端源项 S

的处理见式(4)和(5)，在此不再赘述。 

在用 Steger-Warming 格式计算通量时，以 x 方向为例： 
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按照使用 EGLM 方法计算通量时所一般采用的方法[21]，将方程组(11)分解为两个子方

程系统 A 和 B。 

子系统 A 为： 
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子系统 B 为： 
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.                           (13)              

其中子系统 A 的通量采用 Steger-Warming 格式求解如下： 

子系统 A 的守恒变量为： 

                 T
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通量为： 
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MHD方程雅克比矩阵的非齐次性导致我们无法直接对其进行逆风分裂，为此MacCorm- 

ack 在不改变原方程解的前提下，为 MHD 方程引入一个新的变量 a，并令其恒等于 1。在这

样的情况下，新的守恒变量向量可以写为： 

                   T
zyx aEBBBwvuU ][ 
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原通量向量则变为： 
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利用变换矩阵 UWS 


将控制方程的自变量由守恒变量变换为原始变量，这样可

以使雅克比矩阵的形式更简单， S 的具体形式见文献[19]。其中， 
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,             (18)           

则雅克比矩阵可以表示为： 
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    其中，
2222
zyx BBBB  ， 1  。 

矩阵 A的左上方的 88 的子矩阵，和 Powell 提出的八波模型的矩阵[19]是完全一致的，

令其为
1A ，矩阵

1A 的特征值和特征向量和 Powell 矩阵的特征值和特征向量是完全一致的。 

1A 经过矩阵对角化可以表示如下： 

                              CCA  11 ,                                 (20) 

其中，C 为以
1A 的各特征值的左特征向量为行向量的矩阵，

1C 为以
1A 的各特征值的



右特征向量为列向量的矩阵，具体形式见文献[19]。为对角矩阵，其对角元素为
1A 的各特

征值，具体形式为： 

          ),,,,,,,( ucucucucuvuvuudiag ssffaa  ,               (21) 

其中， av 为阿尔芬速度， fc 和 sc 分别为快磁声波速度和慢磁声波速度。 

根据逆风通量的向量分裂思想，计算域中相邻的第 i 单元和第 k 单元某交界面的通量可

以表示为： 

                                ki FFF


.                               (22) 

MacCormack 和其后的研究者对于特征值矩阵都采用的是 Steger-Warming 分裂方法，

即对于特征值 i 分裂为 2)( iii   。这样分裂既有优点也有缺点，优点是计算简单，缺点

是计算过程中会产生振荡，甚至当速度大小与特征速度大小非常接近的时候，振荡会导致计

算失败。熵修正的方法可以弥补这一缺点，但是另一方面，熵修正引入了额外的人工黏性，

这会导致计算精度降低。针对这一问题，本文采用了潘勇[15]的对 Steger-Warming 格式的改

进方法——基于马赫数的分裂方法，马赫数 fcum  ，具体形式为： 
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则通量向量
iF


和

kF


可以表示为： 
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其中， 1b

为由矩阵 A的最后一列的前 8 个元素组成的列向量， S 为将控制方程的自变



量由守恒变量变换为原始变量的变换矩阵，
1S 为其逆矩阵，具体形式见文献[19]。  

所以直角坐标系下计算域中相邻的第 i 单元和第 k 单元交界面上的对流通量的计算公式

为： 
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其中，   
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其中， 1  。                                                                       

我们对交界面 ik 上的b

采用两侧直接取平均的方法，即令

2

b
bb




  ,去掉上式中最后

一个表征 a 为常数的方程，就得到了最终的对流通量计算公式为： 
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至此，子系统 A 的通量求解完成。 

子系统 B 的通量可由该子系统在界面上的黎曼问题的解析解求出。通过求解子系统 B，

可以得到 ik 和 xikB 的取值如下： 
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则在子系统 A 基础上附加通量为： 
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.                (30) 

因此，实际计算过程中，计算域中相邻的第 i 单元和第 k 单元交界面上所求解的对流通

量就变为： 

                             BA FFF


 .                                  (31)                  

1.3  AUSM 格式 

AUSM 格式将对流项中速度项与压力项分开处理，通过定义一个适当的交界面上的速

度来对对流项进行分裂处理。下面给出利用 AUSM 格式计算具有伽利略不变性的 EGLM- 

MHD 方程组的相邻控制体单元交界面的对流通量的具体形式[8]： 
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其中， 



           






















































































































fh

z

y

x

fz

fy

fx

B

f

zf

yf

xf

Gz

Gy

Gx

G

z

y

x

z

y

x

Bc

n

n

n

BB

BB

BB

BuB

uB

uB

uB

pn

pn

pn

P

pe

B

B

B

u

u

u

2

0

0

,

0

)(

0

,

0


















,                      (33) 

   上述各式中，下标 i和k表示来自交界面左右两侧单元的贡献， zzyyxxf BnBnBnB  ，

xn ， yn 和 zn 是交界面法向向量的三个分量， 2/)( ,, kfiff BBB  ，总压
2

2B
ppG  ，

M

和
p 为马赫数插值函数定义如下： 
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其中， 
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选取快磁声波速度来定义马赫数如下，并以此来作为计算(34)式的马赫数： 

                           
f

ki
ki c

u
M ,

,  ,                                 (36) 

    其中， kiu , 表示交界面左右两侧单元的声速，快磁声波速度定义为： 

    
                        , ,min( , )f f i f kc c c .                              (37) 

  

2 数值算例 

2.1 Orszag-Tang 涡流问题 

由于 Orszag-Tang 涡流问题在涡流形成时存在多种激波的相互作用，因此经常被用来作

为验证磁流体力学算法有效性的标准算例。本文计算区域为  22,0),( yx ，采用文献[25]

的初边值条件。初值为： 
2( , , 0)x y      ( , ,0)p x y    ( , ,0) sinu x y y    



( , ,0) sinv x y x    ( , ,0) sinxB x y y   ( , ,0) sin 2yB x y x  

其中 5 / 3  ，边界条件使用周期性边界条件，网格数为 200×200。 

                  

(a)                           (b)                           (c) 

 

图 1 Steger-Warming 格式得到的 Orszag-Tang 涡流问题密度分布图：(a)t=0.5，(b)t=2，(c)t=3 

Fig.1 Density contours of Orszag-Tang vortex problem with Steger-Warming scheme:(a) t=0.5,(b) t=2, (c)t=3 

 

                             (a)                              (b) 

 

图 2 Steger-Warming 格式得到的 t=3 时刻 Orszag-Tang 涡流问题各量分布图：(a)压力，(b)磁力线 

Fig.2 Orszag-Tang vortex problem with Steger-Warming scheme at t=3:(a) pressure,(b)magnetic field 

 

 

              (a)                           (b)                           (c) 

 

图 3 AUSM 格式得到的 Orszag-Tang 涡流问题密度分布图：(a)t=0.5，(b)t=2，(c)t=3 

Fig.3 Density contours of Orszag-Tang vortex problem with AUSM scheme:(a) t=0.5,(b) t=2, (c)t=3 

 

 

 



                             (a)                                (b) 

 

图 4 AUSM 格式得到的 t=3 时刻 Orszag-Tang 涡流问题各量分布图：(a)压力，(b)磁力线 

Fig.4 Orszag-Tang vortex problem with AUSM scheme at t=3:(a) pressure,(b)magnetic field 

 

 

图 5 Orszag-Tang 涡流问题 t=3 时刻在线 625.0y 上压力分布图 

Fig.5 The pressure distribution along the line 625.0y  for the Orszag-Tang vortex problem at t=3  

 

 

图 6 Orszag-Tang 涡流问题磁场散度误差 )log(Error 随时间的变化曲线 

Fig.6 Evolutions of of magnetic field divergence error )log(Error for the Orszag-Tang vortex problem 

 

从图 1 和图 2 以及图 3 和图 4 中可以看出，Steger-Warming 格式和 AUSM 格式都能够



计算出 Orszag-Tang 涡流问题的基本结构，并且二者的计算结果相似，与前人的结果几乎相

同[26,27,28]。从图 5 两种格式得到的在线 625.0y 上压力分布图可以看出，Steger-Warming

格式和 AUSM 格式的结果均与文献[28]中的 625.0y 上压力分布图较为吻合。为了定量观

察 EGLM 对磁场散度误差的控制效果，我们参考文献[19]计算了平均磁场散度相对误差： 

                        M
VdB

dB
BError

M

i
V

i

i









1

)( 




,                       (38) 

其中M为总网格数。图 6中给出了平均磁场散度相对误差的常用对数随时间的变化。 从

图中可知，随着计算的进行，两种格式计算结果中的平均磁场散度误差逐渐趋于稳定，保持

在
610
以下，Steger-Warming 格式计算结果的散度误差略高于 AUSM 格式。这说明在本算

例中，EGLM 方法有效的控制了磁场散度误差。本算例的程序使用 Intel Fortran 编译器，以

O2 优化选项进行编译，在配备 Intel Xeon E7450 CPU(2.4GHz 主频) 的计算机上运行。AUSM

格式在 200×200 网格下计算到 t=3 物理时刻需要 9min 的运行时间；而 Steger-Warming 格式

在相同条件下计算到 t=3 物理时刻需要 86min 的运行时间。AUSM 格式的计算速度较快。这

可能是因为 Steger-Warming 格式较为繁琐，包含了较多的矩阵运算，而 AUSM 格式计算步

骤相对简单。 

 

2.2 三维爆炸波问题 

类似于气体爆炸波，在强磁场等离子体中心的过压区会产生磁流体爆炸波。爆炸会驱动

向外的快速磁激波压缩其前面的等离子体和磁场，爆炸内部则产生稀疏的等离子体。本文的

初边值条件与文献[22]相同。计算区域为 3]5.0,5.0[ ，初始条件为： 

1 ，











1.0,1.0

1.0,10
222

222

zyx

zyx
p  

0


v ， )31,31,31(B


 

其中 5 / 3  ，边界条件使用自由输入输出边界条件，网格数为 100×100×100。 

 

               (a)                           (b)                           (c) 

 

图 7 Steger-Warming 格式得到的三维爆炸波问题 z=0 平面密度分布图：(a)t=0.05，(b)t=0.1，(c)t=0.2 

Fig.7 Density contours of three-dimensional blastwave problem on the plane z=0 with Steger-Warming 

scheme :(a)t=0.05,(b)t=0.1,(c)t=0.2 

 



              (a)                            (b)                           (c) 

    

图 8 Steger-Warming 格式得到的三维爆炸波问题 t=0.2 时刻 z=0 平面各量分布图：(a)压力，(b)动能，(c)磁

能 

Fig.8 Contours of three-dimensional blastwave problem on the plane z=0 with Steger-Warming scheme at 

t=0.2:(a) pressure,(b)kinetic energy,(c)magnetic energy 

 

               (a)                           (b)                           (c) 

图 9 AUSM 格式得到的三维爆炸波问题 z=0 平面密度分布图：(a)t=0.05，(b)t=0.1，(c)t=0.2 

Fig.9 Density contours of three-dimensional blastwave problem on the plane z=0 with AUSM 

scheme :(a)t=0.05,(b)t=0.1,(c)t=0.2 

 

               (a)                            (b)                           (c) 

     

图 10 AUSM 格式得到的三维爆炸波问题 t=0.2 时刻 z=0 平面各量分布图：(a)压力，(b)动能，(c)磁能 

Fig.10 Contours of three-dimensional blastwave problem on the plane z=0 with AUSM scheme at t=0.2:(a) 

pressure,(b)kinetic energy,(c)magnetic energy 

 



 

图 11 三维爆炸波问题 t=0.2 时刻爆炸中心线密度分布图 

Fig.11 The density distribution along the central line for the three-dimensional blastwave problem at t=0.2 

 

      
图 12 三维爆炸波问题磁场散度误差 )log(Error 随时间的变化曲线 

Fig.12 Evolutions of magnetic field divergence error )log(Error for the three-dimensional blastwave 

problem 

 

 

图 8 和图 10 可以看到的最外层的激波面是一个快激波，内部是两个气体壳，它们平行

于磁场传播，包围它们的分别是一个外层慢激波和内层接触间断面，两种格式计算结果的总

体结构与文献[22]基本一致。图 11 可以看到计算结果保持了高度的对称性，与文献[22]的结果

差别不大。 

图 12 给出了用(38)式计算的平均磁场散度误差的常用对数随时间的变化，从中可知磁

场散度相对误差被控制在
810
以下，Steger-Warming 格式计算结果的散度误差略高于 AUSM

格式。在与 2.1 节中的算例相同的运行环境下，AUSM 格式在 100×100×100 网格下计算到

t=0.2 物理时刻需要 11min 的运行时间，而 Steger-Warming 格式在相同条件下计算到 t=0.2

物理时刻需要 105min 的运行时间，AUSM 格式的计算速度快于 Steger-Warming 格式。 



3 结论 

本文使用 Steger-Warming 格式和 AUSM 格式求解了具有伽利略不变性的 EGLM-MHD

方程，对 Orszag-Tang 涡流问题和三维爆炸波问题进行了数值模拟，并对二者的计算结果进

行了分析。两种格式均能得到稳定精确的数值结果。Steger-Warming 格式在计算过程中产生

的磁场散度误差略高于 AUSM 格式。在模拟同样的物理问题时，AUSM 格式运行花费的运

行时间比 Steger-Warming 格式花费的运行时间要少，这可能是由于 Steger-Warming 格式计算

较为繁琐，而 AUSM 格式计算步骤简单。 
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